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Uber das Wahre in der Mathematik und das
Reale in der Physik

Antinomien sind teuflisch, man muf$ sie meiden, wo man
nur kann; Paradoxien aber haben etwas Magisches, sie ver-
leihen einem vermeintlich ,Wissenden den Glanz etwas zu
verstehen, was niemand verstehen kann. Ich denke dabei etwa
an das Zwillingsparadoxon der Relativitdtstheorie. Zunichst
aber mochte ich mich der Mathematik und ihren Paradoxien
zuwenden und — am Rande — eine Formel fiir die Anzahl der
Primzahlen angeben.!

Das Zihlen in eine Unendlichkeit hinein, das ist unsere
Urvorstellung. Sie fand ein Ende mit der Cantorschen Men-
genlehre.

Hinter dem 1,2,3, ... soll es danach eine unendliche Zahl
geben, Zeichen o, mit der die Zihlung neu beginnt und in
eine sogenannte Uberabzihlbarkeit hinein fortgesetzt wird.

Kamkes Goschenbindchen war das erste Buch iiber Men-
genlehre, das ich in die Hand bekam. Mich interessierten
darin besonders die Schluflbemerkungen iiber die ,Menge
aller Mengen, die sich nicht selbst enthalten®- die Antinomie
von Zermelo-Russel — und ,die Menge aller Mengen® — die
Antinomie von Burali-Forti.

Mit dem paradoxen 1 + ® = ®, mit der Uberabzihlbarkeit
und ihren von den Formalisten gefeierten Paradoxien wollte
ich mich von Beginn an nicht abfinden.

Viele Jahre spiter erwarb ich die MENGENLEHRE (Einfiih-
rung in die axiomatische Mengenlehre) von Jiirgen Schmidt.
Ich war mit meiner inhaltlichen Denkweise beim Formalis-
mus angekommen.”



Formalistisch ist es, sich auf die formale Korrektheit, auf die
Logik zu beschrinken. Logik ist eine Notwendigkeit, aber das
mathematisch Wahre, das Inhaltliche, geht dartiber hinaus.

Versuchen wir es doch einmal, in das Unendliche hineinzu-
zihlen! Dazu definieren wir die natiirlichen Zahlen nach J.
v. Neumann durch

1:={0
2:={0,1}={0,{0}}
3 {0:1’2}={0’{@}’{@a{0}}

usw.

Jede natiirliche Zahl x hat so einen durch x* = x U { x }
bestimmten Nachfolger.

Als allgemeine natiirliche Zahl erhalten wir in anschaulicher
Darstellung den Ausdruck

{0,1,2,3 ..}={0,{0},{0,{0}} ..]

Je grofler die Zahlen, desto weniger unterscheiden sie sich
voneinander, so als wiirden im Unendlichen alle Zahlen in
ein gleichbleibendes Element u tibergehen. Wird die Klasse

der natiirlichen Zahlen dem v. Neumannschen Verfahren
entsprechend durch den Klassenterm

(1). u = {(x|0£°xv0=x)/‘\/y\ (ye’x — (y+€°xvy+=x))}

definiert”), so folgt

€° anfingliches Zeichen fiir die Elementbezichung
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X €% u

> (0E°x' AN (yE'x — (yE'x ' vy'zx'))
y

— x*€%

und damit tatsichlich

(0€’u)AAN(yE'u—y E'uVy'=u)
y

— u€’ uund u=u'

(Da jede natiirliche Zahl einen Nachfolger besitzt, es also
keine grofSte natiirliche Zahl gibt, muf$ tibrigens bereits ein
xe’ u mit x€° x existieren.)

Jedes x€° u aufler der 0 hat dann, wie auch u selbst, einen
unmittelbaren Vorginger.

Vorginger und Nachfolger unendlicher natiirlicher Zah-
len - und damit weitere Mengen des €°-Bereichs sind bisher
nicht unterscheidbar. Eine Unterscheidung setzt eine neue
Gleichheitsbeziehung voraus, die ihrerseits auf einer neuen
Elementbeziehung — Zeichen € — beruhen miif3te.

Da die mit € gebildeten Terme sich formal von den bis-
herigen Termen unterscheiden, scheint es notwendig,
neue Bezeichnungen fiir die Variablen und Terme (z.B.
x*) einzufithren. Darauf kann aber verzichtet werden,
weil keine neuen Objekte eingefiihrt, sondern nur neue



Beziehungen zwischen den ,vorhandenen, im €°-Be-
reich eventuell einander gleichen Objekt en her gestellt
werden sollen, die eine Unterscheidung wenigstens eines
Teiles dieser Objekte erméglichen. ,,Alle” Objekte un-
terscheidbarmachen zu wollen — die Menge aller unter-
scheidbaren Objekte bilden zu wollen — wiirde zu einer
Antinomie fiihren.

Auch das Zeichen = kann wie bisher als Gleichheitssym-
bol verwendet werden, weil jeweils klar sein wird, auf
welcher Elementbeziehung es beruht.

Die natiirlichen Zahlen des € -Bereichs sollen im folgenden
wie tiblich Ordinalzahlen genannt, die Aussage ,x ist Ordi-
nalzahl® mit OZ (x) bezeichnet werden.

Jede von 0 verschiedene Ordinalzahl soll auch im e-Bereich
einen unmittelbaren Vorginger besitzen:

@) /}}(OZ(X)AXiOﬁ\){y*:x)

Die Elementbezichungen zwischen diesen Objekten aber
werden eingeschrinkt, d.h. die €-Bezichung geht durch eine
Einschrinkung aus der €’-Beziehung hervor; mit

Xey — ery

®)

soll x € x nicht — der Elementbezichung xex in (1) entspre-
chend — fiir alle unendlichen natiirlichen Zahlen (Ordinal-
zahlen) gelten. Es soll also unendliche Ordinalzahlen geben,
tiir die x € x gilt, nimlich gerade diejenigen, die jetzt unter-
schieden werden sollen.
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Diese Ordinalzahlen sollen zugleich Mengen — bezeichnet
Mg(x) — und Elemente eines wieder eingeschrinkten Be-
reichs, Zeichen €! sein, wihrend die anderen, fiir die im €
-Bereich xex gilt, eigentliche Klassen (Nichtmengen) sind.

Dementsprechend wird definiert:
4) OZ(x) A Mg(x) © OZ(x) A xex

und allgemein fiir die Mengen des €'-Bereichs

(5) xey A Mg(x) © xe'y

Da im €1-Bereich nicht alle Ordinalzahlen Mengen sein kon-
nen, bleibt nun zu untersuchen, wie weit der Bereich der x

mit OZ(x) A Mg(x) ausgedehnt werden kann.

Zunichst folgt aus (4 ):

6) OZ(x) A Mg(x) © OZ(x") A Mg(x")

Ist eine Ordinalzahl Menge, so sind es auch die ,,benachbar-
ten“ Ordinalzahlen. Jede solche Ordinalzahl ist also in eine
Folge von Ordinalzahlen eingebettet, die ebenfalls Mengen

sind. Wo enden diese Folgen?

Die Klasse aller dieser Ordinalzahlen, { x| OZ(x) A Mg(x)},

L]«

sie stimmt mit der Vereinigung OZ(x) A Mg(x) tiberein,

kann nicht Menge sein; als Allklasse ist sie antinomisch.

11



Aber auch der Durchschnitt der unendlichen Ordinalzahlen,
die Mengen sind, also die Klasse

mE

OZ(x) A Mg(x) A = End1(x)

kann nach (2) nicht Menge sein.”

Im Gegensatz zur klassischen Mengenlehre kann demnach
eine Klasse, die nicht Menge ist, Teil einer Menge sein; das
Axiom der Teilmenge gilt nicht!

Insbesondere gibt es keine kleinste unendliche Ordinalzahl,
die zugleich Menge ist!

Die Folgen von Ordinalzahlen nach (6) gehen ,oben®
wie ,unten” in stationire Folgen von ,Ordinalklassen®
tiber, die nicht Mengen sind.

Damit deutet sich der Ubergang zur klassischen Theorie an:
in ihr gilt das Axiom der Teilmenge, nicht aber (2); insbeson-
dere hat das o der klassischen Theorie keinen unmittelbaren
Vorginger, d.h. beim Ubergang auf diese Theorie wird der
g'-Bereich durch ,,Abschneiden” der Vorginger bestimmter
Ordinalzahlen vermittels des Axioms der Teilmenge auf einen
€*-Bereich eingeschrinkt!

Mit der Mengenbezeichnung 7g(x) fiir den €*-Bereich gilt

also

N g(x) - Mg(x)

** Endl(x) Abkiirzung fiir ,x ist endlich®
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und fiir ® im €” —Bereich wegen des dort geltenden Axioms
der Teilmenge:

(8) —|\){x+=co

d .h. o ist - der klassischen Theorie entsprechend - im €>-Bereich
die kleinste unendliche Ordinalzahl und zugleich Menge.
 enthilt also nur endliche Ordinalzahlen (natiirliche Zah-
len).

Auf diese Eigenschaft griindet sich der Begrift der Abzihl-
barkeit: o ist im € —Bereich der Prototyp einer abzihlbaren
Menge. Im €' —Bereich dagegen enthilt ® ,beliebig viele*
unendliche Ordinalzahlen; der Begriff der Abzihlbarkeit ver-
liert dort seinen Sinn. Das Axiom der Teilmenge - und damit
insbesondere die Bedingung (8) - ist offenbar Voraussetzung
tir die vermeintliche Existenz nichtabzihlbarer Mengen.

Die ganze Theorie der Michtigkeiten fillt ohne die Ein-
schrinkung des €'-Bereichs auf den €’-Bereich in sich zu-
sammen. Dabei werden durch diese Einschrinkung nicht
etwa neue Mengen gebildet, sondern vorhandene Mengen
eliminiert!

Die durch den €' —Bereich bestimmte Mengenlehre geniigt
meinem im Frieling-Verlag veréffentlichten ¥ ,Axiomensy-
stem fiir eine Mengenlehre unter Ausschlufy des Axiom der
Teilmenge® mit einem Unterschied:

Die natiirlichen Zahlen sind nicht nach dem v. Neumann-
schen Verfahren konstruiert, sondern sie entsprechen, dem
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Axiom der Fundierung zufolge, das dieses Verfahren gerade
ausschlief3t, der Definition von Robinson (1937).

Bleiben wir beim €-Bereich! In ihm gibt es keine Uberab-
zihlbarkeit, keine unerreichbaren Zahlen. Man kann in ihm
rechnen wie im endlichen Bereich; man braucht dazu keine
Nichtstandardarithmetik. Paradoxien treten in ihm nicht auf.

Die Paradoxien der klassischen Mengenlehre, besonders ex-
trem der Satz tiber die Punktmengen auf der Kugel, sind im
Grunde alle eine Folge der Uberabzihlbarkeit. Galileis ein-
eindeutige Zuordnung der natiirlichen Zahlen und der Qua-
dratzahlen ist, wie jede andere Aquivalenz von Zahlenfolgen,
ohne das mit der Uberabzihlbarkeit verbundene Axiom der
Teilmenge (!), ohne die Annahme Mg (®) keine Paradoxie
(siche auch Oberschelp, ,Allgemeine Mengenlehre®, S.105,
BI-Wiss. - Verl. 1994).

Paradoxien sind eine Folge einer falschen Theorie, falscher
Annahmen, Voraussetzungen -(Inkommensurabilitit von
Strecken, Groflen, Zenon: Dichotomie, Achilles und die
Schildkrote, ...).

Das gilt auch fiir die Paradoxien der Physik!

Mathematiker sind keine Schopfer, keine Erfinder, sie sind
Entdecker!

Fiir Physiker scheint das selbstverstidndlich zu sein. Zur Phy-
sik also:

Wenn die Uberabzihlbarkeit fortfillt, sind unendliche Zah-
len und Mengen physikalisch nicht erreichbar. Es gibt dann
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